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本発表の 位 置づ け

ハ イ ブ リ ッドシステム … 連続力学系と 離散力学系の 混

在， 相互作用の あ る 系

. 力学系 (特に 電気 回路) か ら みた ハ イ ブ リ ッドシス
テム の 分類

. ハ イ ブ リ ッドシステム の 非線形現象・ 特有の 分岐

現象

. カオス制御へ の 応用
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非線形力学系と して の Hybrid Systems

Guckenheimer and Johnson, Planer Hybrid
Systems, Hybrid Systems II LNCS999, 202/255,
Springer, 1995.
� �
しか し… 非線形問題と して は 20年以 上前か ら 精力
的に 研究 さ れ て い た と … 思う ．

. 京都大学林研 1960年代?

. 法政大学斎藤研 1980年～

. U. C. Berkeley, Prof. Chua 1986年～
� �
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力学屋の 興味

. 特異 点 (平衡点， 固定点， 周期 点),周期 解
/ 個数の 増減

/ 安 定性

/ 分岐 と カオス

. 1990年代に 入っ て カオス制御の ム ー ブ メ ン トが 巻
き 起 る ま で は ， 特に 制御問題と して の 意 識は な

か っ た

Workshop on Hybrid Systems – p. 4/48



電気 回路で の ハ イ ブ リ ッドシステム

. リ レ ー や スイ ッチ

/ periodic switch: 非自律的 (他動的)
/ threshold switch: 自律的

. 回路特性に お け る break points
/ 区分的 (線形・ 非線形) に 定義 さ れ る 力学系
/ ヒ ステリ シス

. 不連続波形の 印 加: 非自律系
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分類

1. Threshold impulse stimuli: 状態に 依 存して 方程
式が 不連続に 切替ら れ る 系 (断続系 (interrupted
dynamical system): あ る 条件を 満た した と き に イ
ン パ ル スが 入る 系など

2. Periodic impulse stimuli時刻に 依 存す る 断続系:
イ ン パ ル ス周期 外力が 印 加さ れ る 系など

3. Autonomous:状態に 依 存した 断続系だ が ， break
point で 軌 道は 連続で あ る も の : 区分線形系など

4. Nonautonomous:時刻に 依 存した 断続系だ が ，
break point で 軌 道は 連続で あ る 場合: 矩 形波や 全
波整流波を 加え た 系など
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わ れ わ れ の 果た した 役割

1994–1995: Periodic impulse stimuli に よ る 周期 解
の 分岐 に つ い て ， 計算方法を 提案 ・ 完 成

1995–1997: 非自律的断続系の 分岐 計算を 完 成

1997–1998: 状態に 依 存した 自律系断続系で の 周期 解
の Poincaré写像に お け る 特性乗数の 計算方法を
考案

1999–present: カオス制御へ の 応用
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ち ょ っ と した 主張

T. Ueta and H. Kawakami,“Composite dynamical
system for controlling chaos,” IEICE Trans.
Fundamentals, E78-A(6):708-714, June 1995.
Composite dynamical system

. Poincaré写像に よ る 離散化

. 離散系に お い て フ ィ ー ドバ ック制御設計

. 連続系に は パ ラ メ ー タ摂動で 制御量を 還 元

連続系か ら 導か れ た 離散系に お け る 動的スキー ム が ，

も と の 連続系の 動作に 影 響を 与え る — Hybrid system
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Chua回路

i

vf ff 1 2 1

Analysis for the vector field of piecewise-linear
equation ⇒ can be achieved rigorously

. Poincaré mapping

. Special characteristics of Jacobian matrix
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General piecewise-defined equations

⇒ Not smooth characteristics
i

vf ff 1 2 1

i

vf ff 1 2 1

. impossible to obtain an exact solution

. required some technical preparations to
construct the Poincaré mapping
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Piecewise-Defined Differential Equation

dx

dt
= f i(x, λ) i = 0, 1, 2 · · · , m − 1

t ∈ R, x ∈ R
n, λ ∈ Rr, f i is C∞-class map

Piecewise-defined differential equations
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A solution:

xi(t) = ϕi(t, xi0) xi(0) = xi0

x0 : an arbitrary initial value.
Condition

Poincaré section must be located at every break
point defined by qi(xi):

Πi = {xi ∈ Rn | qi(xi) = 0}

i = 0, 1, 2, · · · , m − 1
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Connection

f i

f

ϕ

Π i + 1

i + 1

i + 1
ϕ i

xi

x
xi

Phase portrait

Characteristics of f

(0,xi - 1
)

= ϕ
i
(τ  , xi - 1)i

Π i  

xi - 1
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Connection

A flow until i + 2-th section:

xi+1(t) = ϕi+1(t, xi)

where

xi+1(0) = xi = ϕi+1(0, xi) = ϕi(τi, xi−1)
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Π0

Π1

Π2

Πm

Π3

ϕ
0

ϕ
1

ϕ
2

ϕ
m−1

−1

A periodic solution (limit cycle)

x0 = xm = ϕm−1(τm, xm−1)

. The limit cycle
hits all Poincaré
sections.

. The limit cycle is
continuous but not
differentiable for
all states.
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Definition of local mappings

T0 : Π0 → Π1

x0 7→ x1 = x(τ0) = ϕ0(τ0, x0)

T1 : Π1 → Π2

x1 7→ x2 = x(τ1) = ϕ1(τ1, x1)
...

Tm−1 : Πm−1 → Π0

xm−1 7→ x0 = ϕm−1(τm−1, xm−1)
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period of the limit cycle

τ =
m−1
∑

i=0

τi

Poincaré mapping (differentiable)

T = T0 ◦ T1 ◦ · · · ◦ Tm−1
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Jacobian matrix of T

∂T

∂x0

∣

∣

∣

∣

t=τ

=
m−1
∏

i=0

∂Ti

∂xi

∣

∣

∣

∣

t=τi

where

∂Ti

∂xi

=
∂xi+1

∂x0

=
∂ϕi

∂xi

+
∂ϕi

∂t

∂τi

∂xi

=
∂ϕi

∂xi

+ f0

∂τi

∂xi
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Equations of Poincaré sections are also
differentiable:

qi+1(xi) = qi+1(ϕi, x0) = 0

⇓

∂qi+1

∂xi

(

∂ϕi

∂xi

+ f i

∂τi

∂xi

)

= 0

where qm = q0.
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∂Ti

∂xi

=
∂xi+1

∂xi

=






In −

1

∂qi+1

∂x
· f i

f i ·
∂qi+1

∂x







∂ϕi

∂xi

∂ϕi/∂x0 can be obtained by solving the
following variational equations from t = 0 to t = τi.

d

dt

(

∂ϕi

∂xi

)

=
∂f i

∂x
(t, ϕ(t, xi))

(

∂ϕi

∂xi

)

∂ϕi

∂xi

∣

∣

∣

∣

t=0

= In i = 0, 1, 2, · · · , m − 1.

Workshop on Hybrid Systems – p. 20/48



A local coordinate u ∈ Σ0 ⊂ Rn−1

with projection p and embedding map p−1

p : Π0 → Σ0, p−1 : Σ0 → Π0

Poincaré mapping on the local coordinate:

T` : Σ0 → Σ0; u 7→ p ◦ T ◦ p−1(u)

A fixed point of the Poincaré mapping is obtained
by solving the following equation.

T`(u) − u = 0
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The Jacobian matrix required in Newton’s method
is given by:

∂T`

∂u0

= DT`(u0) =
∂p

∂x

∂T

∂x0

∂p−1

∂u

=
∂p

∂x






In −

1

∂q0

∂x
· f 0

f 0 ·
∂q0

∂x







∂ϕ0

∂x0

∂p−1

∂u
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Composite of Tk and local coordinate Σ

n

p

p−1

R

Σu0

um

Rn−1

T

T

lΠ

Π

Π

xm

x0

Π

m−1

12

3

Π 0
0

0

Tm−1

Tm−2

T1

T2 x1x2

x3

xm−1
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Why do we prepare the local coordinate ??
In case: f is smooth
Multiple Poincaré section for a limit cycle:

T1

TT2

T3

ϕ

Π0

Π1
Π2

Π3

0

∂ϕ

∂x0

=
∂T0

∂x0

·
∂T1

∂x1

·
∂T2

∂x2

·
∂T3

∂x3

=
∂ϕ0

∂x0

·
∂ϕ1

∂x1

·
∂ϕ2

∂x2

·
∂ϕ3

∂x3
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Multiple shooting method for smooth fk

The roots of the characteristic equation
∣

∣

∣

∣

∂ϕ

∂x0

− µIn

∣

∣

∣

∣

= 0

are coincident with correct eigenvalues (multipliers)
of the fixed point of the Poincaré mapping
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In case: f is smooth

∂T`

∂u0

= DT`(u0) =
∂p

∂x

∂T

∂x0

∂p−1

∂u

where

∂T

∂x0

∣

∣

∣

∣

t=τ

=
m−1
∏

i=0

∂Ti

∂xi

∣

∣

∣

∣

t=τi

∂Ti

∂xi

=
∂xi+1

∂xi

=






In −

1

∂qi+1

∂x
· f i

f i ·
∂qi+1

∂x







∂ϕi

∂xi
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n − 1 roots of the characteristic equation
∣

∣

∣

∣

∂T`

∂u0

− µIn−1

∣

∣

∣

∣

= 0 are coincident with roots of
∣

∣

∣

∣

∂ϕ

∂x0

− µIn

∣

∣

∣

∣

= 0 except µ = 1.

⇓

We can use
∣

∣

∣

∣

∂ϕ

∂x0

− µIn

∣

∣

∣

∣

= 0 instead of
∣

∣

∣

∣

∂T`

∂u0

− µIn−1

∣

∣

∣

∣

= 0

Jacobian matrices become more simple. ⇒ A
number of variational equations can be reduced.

� �
区分線形系で も こ の 方程式の 根と ， 特性乗数は 一 致
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In case: f is not smooth

χ(µ) = |DT − µIn| = 0 or
∣

∣

∣

∣

∂ϕ

∂x0

− µIn

∣

∣

∣

∣

= 0

has no correct eigenvalues. We must use

χ`(µ) = |DT` − µIn−1| = 0

. The vector field at the Poincaré section is
discontinuous.

. In a piecewise linear system,
∣

∣

∣

∣

∂ϕ

∂x0

− µIn

∣

∣

∣

∣

= 0

return correct eigenvalues. (unconfirmed)

Newton’s method:

F (u, λ) =

[

T`(u) − u

χ`(µ)

]

= 0
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Example—Alpazur Oscillator

G(v)

v

L

R1

R0

E1

R
r 2

E2

i a b
C

SW
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Example—Alpazur Oscillator

H. Kawakami and R. Lozi. “Switched Dynamical
Systems — dynamical of a class of circuits with
switch —,” Proc. RIMS Conf. “Structure and
Bifurcations of Dynamical Systems,” ed. by S.
Ushiki, World Scientific, pp.39–58, 1992.

. An nonlinear resistor G(v) = v − v3/3.

. A switch SW depends the states of the system
⇒ Hysteresis properties
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Hysteresis characteristics

H

B

x

y

y = h

y = b

x

x1

x1

0x2

x2
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Alpazur equation

SW:a











dx

dt
= −rx − y = f0

dy

dt
= x + (1 − g1)y −

1

3
y3 + B1 = g0

SW:b











dx

dt
= −rx − y = f1

dy

dt
= x + (1 − g2)y −

1

3
y3 + B2 = g1

H = {(x, y)| y ≥ h}, B = {(x, y)| y ≤ b}

∂H = {(x, y)| y = h}, ∂B = {(x, y)| y = b}, b > h
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H : x(t) = ϕ0(t, x0, y0, λ0, λ), y(t) = φ0(t, x0, y0, λ0, λ)

B : x(t) = ϕ1(t, x1, y1, λ1, λ), y(t) = φ1(t, x1, y1, λ1, λ)

Π0 = {u ∈ B | q0(x1, y1) = y − b = 0}

Π1 = {u ∈ H | q1(x1, y1) = y − h = 0}

T0 : Π0 → Π1

x0 7→ x1 = ϕ0(τ0(x0, y0, λ0, λ), x1, y1, λ0, λ)

y0 7→ y1 = h

T1 : Π1 → Π0

x1 7→ x2 = ϕ1(τ1(x0, y0, λ1, λ), x1, y1, λ1, λ)

y1 7→ y2 = b
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T = T0 ◦ T1

p : Π0 → Σ0; x =

[

x

y

]

7→ u = x

p−1 : Σ0 → Π0; u = x 7→ x =

[

x

b

]

The Jacobian matrix of the Poincaré mapping:

DT`(u) =
∂p

∂x

∂T

∂u0

∂p−1

∂u

=

(

∂ϕ0

∂x0

−
f0

g0

∂φ0

∂x0

) (

∂ϕ1

∂x1

−
f1

g1

∂φ1

∂x1

)
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Global bifurcations: a special property of the system
with non-smooth characteristics

⇓
An orbit trapped into a singular orbit going to the

pseudo-equilibrium
(the orbit touches the boundary tangentially)

Tm

`
(x0) − x0 = 0, y|

t=τi
= 0,

dy

dt

∣

∣

∣

∣

t=τi

= 0
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例 1

東北大学大学院 工学研究 科江村・ 玄研究 室

. 受動 1 脚 走行ロ ボ ットの モ デル 化

. 衝突を なく す た め の 条件式を 導出 (モ ー ドの 正常
な切替え 条件も )

. 上記 を 満た す た め の 制御入力を 導出

. シミ ュ レ ー ショ ン の 結果， 準周期 軌 道が 出現

. あ る 周期 に 安 定化す る よ う な制御則を 考案 → 1, 2
周期 へ の 安 定化成功

周期 解の 計算に わ れ わ れ の 結果を 適用
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例 2

カオス制御— External force control

dx

dt
= f(x) + K(x − x∗(t))

方針:

1. カオス中の 不安 定軌 道を 高精度に 計算可能

2. 不安 定軌 道の 情報を メ モ リ に 蓄え ， 垂れ 流し
フ ィ ー ドバ ックす る

3. f が 区分線形・ 区分非線形で も 制御は 可能

不安 定周期 解が 高精度に 求 ま る こ と が 恩恵
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Border-Collision分岐

. 離散写像の 特性 xk+1 = f(xk) に つ い て ， df/dx が
連続で ない と き に 生じ る 可能性

. 連続系で も 起 こ り 得る

� �
局所的に テン ト写像と 同じ 構造に なる

� �
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カオスを 生じ る も っ と も 簡 単な回路

1E

R S

Q Q

rv t+

-

Cv

BA

clock

R R
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リ ター ン マ ップ

vk+1 =







(vk − E1)e
−T + E1 if vk ≤ D

vr

vk − E1

vr − E1

e−T if vk > D

Border: D = (vr − E1)e
T + E1

0

1

2

3

0 1 2 3

v k
+

1 →

vk →

vr

D

a

b

v*
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Bifurcation diagram

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

v k
 →

vr →

(a)

(b)
(c)

(d)
(e) (f)

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

v k
 →

vr →

(A)
(B)
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拡大図

1.4

1.405

1.41

1.415

1.42

2.022 2.024 2.026 2.028 2.03

v k
 →

vr →
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Trajectory

0.0

1.0

2.0

3.0

0.0 1.0 2.0 3.0

F
(v

k) 
→

vk → Workshop on Hybrid Systems – p. 43/48



実験
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Tent map

xk+1 = −

∣

∣

∣

∣

2a

(

x −
1

2

)
∣

∣

∣

∣

+ 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

パ ラ メ ー タ a で 分岐
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Bifurcation diagram

Tent map: 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
a

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

Logistic map 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9
a

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x
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BC分岐

. 滑ら か で ない こ と が 原因 と なる 分岐

. 広く 実用コン バ ー タ・ イ ン バ ー タで も 起 こ り 得る

/ Prof. C. K. Tse (Hong Kong)
/ Prof. S. Banerjee (India)

. 応用: 一 様なカオスを 容易 に 生成す る こ と が 可能?
EMI に 有効?
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ま と め

ハ イ ブ リ ッドシステム の 非線形力学系と して の 展望

. 分類

. Poincaré写像と 周期 解の 計算

. 応用: カオス制御など

. BC分岐
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